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1 Johdanto

Tassé tutkielmassa tarkastellaan modaalilogiikkaa valineend struktuurien tut-
kimiseen. Struktuuri muodostuu joukosta ja kokoelmasta siind méériteltyjé
relaatioita. Struktuurin késite on hyvin yleinen, ja niitd esiintyykin ldhes
kaikkialla niin matematiikassa kuin erilaisten ilmididen mallintamisen yhtey-
dessd [BRVO01, esipuhe].

Modaalilogiikka on ei-klassinen logiikan jérjestelmé ja tavallisen proposi-
tiologiikan laajennus. Se saadaan liséamalld propositiologiikan kieleen uusia
operaattoreita, joita kutsutaan modaalioperaattoreiksi tai modaliteeteiksi. Mo-
daliteetti tarkoittaa tekemisen tai olemisen tapaa; modaalilogiikassa sen voi
ajatella maarittavan tapaa, jolla viite on tosi. Jokin véite tai tapahtuma voi
olla esimerkiksi valttdmé&ton, mahdollinen, pakollinen, sallittu, tunnettu tai
olla tosi tulevaisuudessa tai menneisyydessia [RV04, luku 1].

Formaalin modaalilogiikan kehitys alkoi C. I. Lewisin tutkimuksista 1910-
luvulla, ja pitkdén sitd kehitettiin lahinné filosofian piirissé [BRVO01, luku 1.7].
Modaalilogiikan ajateltiin alun perin tutkivan vain mahdollisuuden ja valt-
taméattomyyden kaltaisia filosofisia késitteité, ja sitd tarkasteltiin vain todis-
tusteoreettisesti, erilaisina péaattelysysteemeina. Merkittdva muutos tapahtui
1950- ja 1960-lukujen vaihteessa, jolloin modaalilogiikalle otettiin kayttoon
formaali, matemaattinen semantiikka, jonka taustalla on ajatus useista mah-
dollisista maailmoista. Tarkeitd tdhdn muutokseen vaikuttaneita henkil6ita
olivat esimerkiksi Saul Kripke, Jaakko Hintikka ja Stig Kanger. Filosofisen
semantiikan voidaan edelleen ajatella antavan formaalille semantiikalle in-
tuitiivisen taustan, mutta struktuureihin perustuvan formaalin semantiikan
my6td modaalilogiikka ei rajoitu vain valttamattomyyden ja mahdollisuuden
kaltaisten modaalikésitteiden tutkimiseen, vaan siitd on tullut huomattavan
joustava ja tehokas viline erilaisten struktuurien késittelyyn.

Yksi téarked véline modaalilogiikassa on bisimulaatio. Jos kahden struk-
tuurin alkioiden vililla on olemassa bisimulaatio, ne nayttavit modaalilogii-
kan ndkokulmasta tédysin samoilta. Tadmé asettaa rajoituksia sille, millaisia
struktuurien ominaisuuksia modaalilogiikan avulla on mahdollista kuvailla.
Toisaalta tdama mahdollistaa myos struktuurien muokkaamisen tavoilla, jotka
eivdt muuta niitd modaalilogiikan kannalta mitenk&én.

Nyky&dn modaalilogiikalle tunnetaan sovelluksia filosofian liséksi monilta
aloilta — esimerkiksi joukko-opista, teoreettisesta tietojenkésittelytieteesté,
tekodlystéd, bioinformatiikasta, kielitieteestd, taloustieteesté, peliteoriasta,
alykkéista ja hajautetuista jarjestelmista seké laitteistojen ja ohjelmistojen
verifikaatiosta [BBWO7, esipuhe; BRVO1, luku 1.7]. Toisaalta monilla sovellusa-
lueilla on 16ydetty riippumattomasti modaalilogiikan tutkimuksesta késitteita,
jotka ovat myohemmin osoittautuneet osaksi modaalilogiikkaa.



Luku 2 tarjoaa yleiskatsauksen modaalilogiikan perusteisiin — sen syn-
taksiin ja semantiikkaan. Luvussa 3 esitellddn ensin bisimulaation késite ja
todistetaan joitakin tuloksia siihen liittyen. Luvun lopuksi kdydéan lapi muuta-
ma esimerkki tavoista soveltaa bisimulaatiota modaalilogiikassa. Tutkielmassa
sivuutetaan modaalilogiikan syntaktinen puoli, kuten todistusjérjestelmét
ja niihin liittyvéat eheys ja taydellisyys. Lisdksi esimerkiksi eksoottisemmat
modaalilogiikan variantit ja modaalinen predikaattilogiikka jaavét tutkielman
ulkopuolelle.

Lukijan oletetaan tuntevan klassisen propositiologiikan alkeet, hieman
joukko-oppia seké ainakin relaation, verkon ja puun késitteet. Johdatukseksi
propositiologiikkaan soveltuu esimerkiksi Salminen ja Vadnénen [SV92].

2 Modaalilogiikan perusteet

2.1 Syntaksi

Tassé luvussa esitellddn modaalilogiikan syntaksi madrittelemélld modaalises-
sa propositiologiikassa kéytettivien kielten hyvin muodostettujen kaavojen
joukot.

Maéritelma 1. Perusmodaalikielen aakkosto koostuu sulkeista ) ja (, nu-
meroituvasti ddarettomasta méarasta propositiosymboleita pg, p1, po, . . ., kon-
nektiiveista — (negaatio) ja V (disjunktio) sekéd modaalioperaattorista <
(ruutu). Néista primitiivisymboleista saadaan perusmodaalikielen (hyvin muo-
dostettujen) kaavojen joukko seuraavilla sdénnoilla:

1. Propositiosymbolit pg, p1, po, . . . ovat kaavoja.

2. Jos ¢ on kaava, niin sen negaatio —¢ on kaava.

3. Jos ¢ ja 1 ovat kaavoja, niin niiden disjunktio (¢ V ¢) on kaava.
4. Jos ¢ on kaava, niin <¢ on kaava.

Perusmodaalikieli on siis propositiologiikan kieli, johon on lisatty operaat-
tori & ja sitd vastaava kaavanmuodostussidanto.

Konjunktio, implikaatio ja ekvivalenssi mééaritellddan lyhennysmerkintéina
seuraavasti:

(@AY) ==(=9V =),
(0 =) = (=0 V1),
(@)= (¢ =)A= 9)).



Liséksi operaattorille & maéritelladn duaalioperaattori O (laatikko) seuraa-
vasti:

Dng = —|<>—|q5.

Modaalioperaattorit < ja O siis suhtautuvat toisiinsa vastaavalla tavalla kuin
kvanttorit V ja d predikaattilogiikassa.

Jatkossa kaavojen uloimmat sulkeet jatetddn merkitsemétta. Liséksi, koska
disjunktio ja konjunktio ovat merkitykseltdan liitdnnéisié, sulkeet jatetdén
pois kaavoista, joissa esiintyy vain joko disjunktioita tai konjunktioita.

Esimerkki 2 ([RV04, luku 1]). Perusmodaalikielen operaattoreille ¢ ja O
voidaan antaa useita erilaisia intuitiivisia tulkintoja. Esimerkiksi aleettisessa
modaalilogitkassa kaava <@ tarkoittaa, ettd ¢ on mahdollisesti tosi, ts. se on
tosi jossakin loogisesti mahdollisessa maailmassa, ja kaava O¢ tarkoittaa, etté
¢ on valttamatta tosi, ts. se on tosi kaikissa loogisesti mahdollisissa maail-
moissa. Toisaalta deonttisessa logiikassa eli normilogiikassa taas tarkastellaan,
mité jonkin agentin on sallittua tehda. Talloin kaava <@ tarkoittaa, ettd ¢
on sallittua, ja kaava O¢ tarkoittaa, ettd ¢ on pakollista.

Mikéén ei pakota rajoittumaan vain perusmodaalikielen yhteen, yhden
kaavan argumentikseen ottavaan modaliteettiin. Taméa johtaa seuraavaan
yleistykseen.

Maidritelma 3 ([BRVO1, luku 1.2)). Modaalisimilaarisuustyyppi on pari
T = (0, p), jossa O on epityhji joukko modaalioperaattoreita ja p: O — N
on kunkin operaattorin paikkaluvun kertova funktio. Olkoon 7 modaalisimi-
laarisuustyyppi ja lisdksi ® joukko propositiosymboleja. Ndihin perustuvan
modaalikielen ML(7, ®) aakkosto koostuu perusmodaalikielesté tutuista sul-
keista ja konnektiiveista sekd propositiosymboleista p € ®, operaattoreista
A € O ja pilkusta. Kielen ML(7, ®) hyvin muodostettujen kaavojen joukko
saadaan seuraavilla sdannoilla:

1. Propositiosymbolit p € ® ovat kaavoja.
2. Jos ¢ on kaava, niin sen negaatio —¢ on kaava.
3. Jos ¢ ja ¥ ovat kaavoja, niin niiden disjunktio (¢ V 1) on kaava.

4. Jos A € O on operaattori ja ¢1, ¢2, ..., ¢p) Ovat kaavoja, niin
A(@1, ¢2, - ., dp(n)) on kaava.

Esimerkki 4 ([BRVO01, luku 7.2; RV04, luku 1]). Temporaalilogiikka eli
atkalogitkka on yksi tunnettu esimerkki modaalilogiikasta, jossa on kaytossé
useampi primitiivinen operaattori. Temporaalilogiikassa halutaan viitata seké
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tulevaisuuteen ettd menneisyyteen, joten siinéd kaytetdan operaattoreita F
(sanasta "future”) ja P (sanasta "past”). Kaavan F¢ tulkitaan tarkoittavan,
ettd ¢ toteutuu joskus tulevaisuudessa ja vastaavasti kaavan P¢ tulkitaan
tarkoittavan, ettd ¢ oli tosi joskus menneisyydessi. Operaattorin F duaali G
ilmaisee, ettd sen argumentti on tosi aina tulevaisuudessa ja operaattorin P
duaali H ilmaisee, ettd sen argumentti oli tosi aina menneisyydessé.

Y14 esitettyyn perustemporaalikieleen voidaan myos lisédta kaksipaikkainen
operaattori U (sanasta "until”). Kaava U(¢, ¢) ilmaisee, ettd ¢ toteutuu joskus
tulevaisuudessa ja ettd ¢ on tosi nykyhetkestd aina siihen asti, kunnes ¢
toteutuu. Voidaan osoittaa, ettd operaattoria U ei ole mahdollista mééritella
pelkéstéain operaattoreiden F ja P avulla — saatu kieli on siis aidosti vahvempi
kuin perustemporaalikieli.

Téssé tutkielmassa kéasitelladn jatkossa vain perusmodaalikieltd ja sanalla
kaava tarkoitetaan tésté ldhtien aina perusmodaalikielen kaavaa. Useimmat
esitettavista késitteistd ja tuloksista voi kuitenkin yleistdd melko suoravii-
vaisesti koskemaan myo6s modaalikielid, joissa on useampia (mielivaltaisen
paikkaluvun) modaalioperaattoreita.

2.2 Semantiikka

Tassé luvussa annetaan modaalilogiikalle tdsméllinen semantiikka struktuurien
avulla. Struktuureja kéasitellddn kahdella eri tasolla: ne voivat olla joko kehyksid
tai malleja.

Maidritelma 5 ([BRVO1, luku 1.3]). Perusmodaalikielen kehys on pari F =
(W, R), jossa W on epétyhji joukko ja R C W x W on joukon W kaksipaik-

kainen relaatio.

Joukon W alkioita voidaan kontekstista riippuen nimittdd esimerkiksi
tiloiksi, pisteiksi, solmuiksi, (mahdollisiksi) maailmoiksi, ajanhetkiksi tai ti-
lanteikst. Jatkossa téssa tutkielmassa kaytetddn nimitysté tila. Relaatiota R
kutsutaan saavutettavuusrelaatioksi tai vaihtoehtorelaatioksi. Jos (w,v) € R,
sanotaan, etté tila v on tilan w seuraaja tai etté tila v on saavutettavissa
tilasta w.

Maiéritelma 6 ([BRVO1, luku 1.3]). Perusmodaalikielen malli on pari M =
(F,V), jossa F on perusmodaalikielen kehys ja V' on funktio {po, p1,...} —
PW).

Funktiota V' kutsutaan valuaatioksi tai totuusjakaumaksi. Se siis liittaa
jokaiseen propositiosymboliin p; joukon W osajoukon V' (p;). Intuitiivisesti
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Kuva 1: Malli esitettynéd suunnattuna verkkona. Kunkin tilan nimi on merkitty
sen yldosaan ja sen toteuttamat propositiosymbolit sen alaosaan.

joukkoa V'(p;) voidaan ajatella niiden tilojen joukkona, joissa p; on tosi. Sa-
notaan, ettd malli M = (F,V) perustuu kehykseen F. Jos F = (W, R),
merkitain téalloin yleensd M = (W, R, V). Kannattaa huomata, ettd jouk-
ko V (p;) on yksipaikkainen relaatio joukossa . Malli M voidaan siis tulkita
struktuuriksi M = (W, R, V(po), V(p1), - . .).

Usein on hyodyllisté ajatella kehyksié ja malleja suunnattuina verkkoina:
joukko W on verkon solmujen joukko ja relaatio R on sen kaarirelaatio. Tamé
tarjoaa havainnollisen tavan esittda kehyksid ja malleja graafisesti, kuten
seuraava esimerkki osoittaa. Modaalilogiikkaa on sovellettu hyvin monenlaisiin
ongelmiin, mutta yhteistd niille ongelmille on se, ettd niiden oleelliset ideat
voidaan esittdd verkkojen kaltaisina struktuureina [BBWO07, luku 1.1].

Esimerkki 7. Olkoon M = (W, R, V') malli, jossa

W = {wq, wy, w3, wy, ws},
R = {(w1,ws), (w2, w1), (w2, ws), (wa, wa), (w3, w3), (w3, ws), (wa, ws)},
V(po) = {w2},
V(p1) = {wl,wg,wg,w4,w5},
V(p2) = {ws},
V(p;) = @ kaikilla i > 3.

Malli M on esitetty verkkona kuvassa 1.

Jatkossa tarkasteltavat mallit esitetddn usein ainoastaan kuvina edellisen
esimerkin tapaan.

Nyt voidaan mééaritelld modaalilogiikan kaavojen totuus annetun mallin
kussakin tilassa. Jos kaava ¢ on tosi mallin M tilassa w, merkitain M, w F ¢,
ja jos se on epdtosi, merkitdan M, w ¥ ¢.



Maiédritelmi 8 ([BRVO1, luku 1.3]). Olkoon M = (W, R, V) malli ja w € W

sen tila. Kaavan ¢ totuus mallin M tilassa w mééritellddn seuraavasti:
1. Kun ¢ = p;, niin M, w E ¢, joss w € V (p;).
2. Kun ¢ = =9, niin M, w FE ¢, joss M, w ¥ 1.
3. Kun ¢ =49 V o, niin M, w E ¢, joss M,w E ¢ tai M,wF o.

4. Kun ¢ = <4, niin M, w E ¢, joss jollakin v € W pitee (w,v) € R ja
M, v E .

Jos M, w E ¢, sanotaan myos, ettd tila w toteuttaa kaavan ¢. Kaava ¢ on
toteutuva, jos on olemassa jokin malli M ja sen tila w, joille pitee M, w F ¢.

Totuuden mééritelmésta seuraa, ettd M, w F O¢, jos ja vain jos kaikilla
v € W, joilla (w,v) € R, piatee M, v E ¢. Lisdksi muotoa ¢ A, ¢ — 1 tai
¢ <> 1 olevien kaavojen totuus méaardytyy propositiologiikasta tutulla tavalla.

Edella esitetty totuusméadéritelmé on sisdinen ja paikallinen seuraavassa
mielessi: kaavojen totuus mééritellddn mallien sisélld, niiden yksittédisessa ti-
lassa w. Liséksi operaattori ¢ ottaa huomioon ainoastaan tilat, jotka ovat saa-
vutettavissa paikallisesti timénhetkisesta tilasta yhdella askeleella relaation R
avulla [BRVO01, luku 1.3]. Téssé suhteessa modaalilogiikka eroaa olennaisesti
predikaattilogiikasta vilineend struktuurien tutkimisessa. Modaalilogiikkaa
voidaan kuitenkin ajatella predikaattilogiikan rajoittuneena versiona, jossa
kvantifiointi on rajoitettu vain nykyisen tilan kannalta relevantteihin tiloihin.

Esimerkki 9. Olkoon M kuvan 1 malli. Méairitelmésta 8 seuraa helposti
esimerkiksi M, wq E O(=pg A p1), M, w3 E OOps ja M, we E Opy — Ops.

Tarkastellaan sitten tilassa w; kaavaa ¢ — OO¢, jossa ¢ on miké tahansa
modaalilogiikan kaava. Jos ¢ on tosi w;:ssé, niin $¢ on tosi wy:ssa. Tila wy
on wi:n ainoa seuraaja, joten tallin M, w; E OC¢. Siis M, w; E ¢ — OO¢
pétee kaikilla kaavoilla ¢.

Tarkastellaan vield mallin tilaa ws. Sen ainoalla seuraajalla ws ei ole
yhtédén seuraajaa, joten vaikka kaava p; — p; on aina tosi, ei O (pp — py)
toteudu wy:ssid. Kaava Opgy on tosi tilassa ws, koska ws:1l4 ei ole seuraajaa,
jossa —pg toteutuisi. Tésta seuraa, ettd COpy on tosi wy:ssd. Nyt siis pétee
M wyg B OO (pr — pr1) < <SOpy.

Kehysten voidaan ajatella mallintavan sitd, mitd on olemassa ja mitéa
suhteita olemassa olevien olioiden vélilld on. Mallit taas liittavét kehyksiin
kuvailevaa, kontingenttia informaatiota — tietoa asioista, jotka voisivat olla
toisinkin. Jotta viitettd voitaisiin kutsua loogiseksi, sen on oltava invariantti
tamén kontingentin informaation suhteen [BRVO01, luku 1.3]. Tdmé johtaa
seuraavaan validisuuden méaéritelméaén.



Maédritelmi 10 ([BRVO1, luku 1.3]). Olkoon F = (W, R) kehys ja w € W.

1. Kaava ¢ on walidi kehyksen F tilassa w (merkitddn F,w F ¢), jos ¢ on
tosi jokaisen kehykseen F perustuvan mallin (F, V) tilassa w.

2. Kaava ¢ on wvalidi kehyksessi F (merkitdan F E ¢), jos se on validi
jokaisessa kehyksen F tilassa.

3. Kaava ¢ on wvalidi kehysten luokassa F (merkitdén F E ¢), jos se on
validi jokaisessa luokan F kehyksessa.

4. Kaava ¢ on validi (merkitdéan F ¢), jos se on validi kaikkien kehysten
luokassa.

Validisuuden méaéritelmésté seuraa, ettd kaava ¢ ei ole validi kehyksessa F,
jos ja vain jos on olemassa kehykseen F perustuva malli M = (F, V) ja sen
tila w, joille M, w W¥ ¢. Téta havaintoa hyodynnetéién seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 11. (i) Kaava O(py — pi) on tosi kaikissa kuvan 1 mallin
M = (W, R,V) tiloissa. Se ei kuitenkaan ole validi kehyksessa (W, R). Téa-
mé niahdéén esimerkiksi valitsemalla valuaatio V', jolle V'(pg) = {w;} ja
V'(p1) = @. Téalloin (W, R, V'), wq ¥ O(py — p1).

(i) Kaava O(¢ — 1) — (O¢ — Ov) on validi. Taém& ndhddin seuraavasti.
Olkoon F = (W, R) miké tahansa kehys, w € W ja V miké tahansa F:n
valuaatio. Oletetaan, etta (F,V),w E O(¢ — ) ja (F,V),w E O¢. Jos
v € Wija(w,v) € R,niin oletuksen nojalla (F, V), v E ¢ — ¥ ja (F,V),v E ¢.
Tallsin (F, V), v E 1. Koska v oli mielivaltainen w:n seuraaja, niin (F, V), w E
O¢y. Tallsin (F,V),w E O¢ — O, joten (F,V),wE O(¢p — ) — (Op —
O). Saatiin osoitettua, ettd F O(¢p — ) — (O¢ — Ov).

(iii) Kaava GOpg — Opy el ole validi. Tamé osoitetaan etsimélla kehys
F = (W, R), tila w € W ja F:n valuaatio V, joille (F, V), w E OOpy — Opy.
Olkoon W = {w,v}, R = {(w,v), (v,w)} ja V miki tahansa valuaatio, jol-
le V(po) = {w}. Nyt (F,V),v E Opy, joten (F,V),w E OOpy. Lisiksi
(F,V),wk Opy, joten F, w ja V toteuttavat halutun ominaisuuden. Huoma-
taan kuitenkin helposti, ettd kaava OGOpg — Opg on validi sellaisessa kehysten
luokassa, jossa kaikkien kehysten saavutettavuusrelaatio on transitiivinen.

Modaalilogiikan kehyksid on kutsuttu usein Kripke-kehyksiksi ja malleja
Kripke-malleikst sekéd niihin perustuvaa semantiikkaa Kripke-semantiikaksi
ne tunnetuksi tehneen Saul Kripken mukaan. Kuitenkin useat muutkin loo-
gikot, muun muassa Jaakko Hintikka ja Stig Kanger, esittelivit samoihin
aikoihin Kripken kanssa samanlaisia ideoita. Nykyadn Kripke-semantiikkaa
kutsutaankin usein tasapuolisemmin relaatiosemantiikaksi [BBWO07, esipuhe
ja luku 1.2.1].



3 Bisimulaatio

Luvussa 2.2 maéariteltiin totuuden késite, joka antaa yhteyden mallien ja
modaalilogiikan kaavojen vilille. Téssa luvussa tutkitaan, mitd mallien omi-
naisuuksia on mahdollista kuvailla modaalilogiikan avulla ja mitéd ei. Tamén
mahdollistaa bisimulaation késite, jolla on keskeinen asema modaalilogiikassa.

3.1 Madritelmé ja perustuloksia

Maéiritelmé 12 ([BRVO1, luku 2.2]). Olkoot M = (W, R,V) ja M’ =
(W', R, V') malleja. Bisimulaatio mallien M ja M' vdlilli on epétyhja relaa-
tio B C W x W’ jolle pétee kaikilla (w,w’) € B seuraavat ehdot:

1. Tilat w ja w’ toteuttavat samat propositiosymbolit.

2. Jos (w,v) € R, niin on olemassa v € W', jolle patee (vw',v") € R’ ja
(v,0") € B.

3. Jos (w',v") € R', niin on olemassa v € W, jolle pitee (w,v) € R ja
(v,0") € B.

Jos B on bisimulaatio mallien M ja M’ vilill4, merkitdin B: M < M'. Jos
liséksi (w,w’) € B, merkitdin B: M,w < M’ w'. Jos on olemassa jokin
bisimulaatio B: M, w < M’ w’, merkitiin M, w < M’ w' (tai lyhyemmin
w < w') ja sanotaan, ettd tilat w ja w’ ovat bisimilaarisia.

Kaksi tilaa ovat siis bisimilaarisia, jos ja vain jos niiden toteuttamat
propositiosymbolit sekd niiden mahdolliset tilasiirtymét vastaavat toisiaan.
Seuraava kuva havainnollistaa mééaritelmén ehtoja 2 ja 3:

M M
2
’ @)
R R
B

Tilojen w ja v sekid w ja w' viliset kaaret toteuttavat ehdon 2 oletuksen, joten
ehdosta seuraa, ettd kuvaan voidaan tdydentid tila v’ seké loput kaksi kaarta.
Ehto 3 voidaan tulkita symmetriselld tavalla.
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Kuva 2: Mallien M; ja M) vililld sekd mallien My ja M, valilld on ole-
massa bisimulaatio. Keskendédn bisimilaariset tilat on yhdistetty toisiinsa
katkoviivoilla.

10



M (w) M
(8

W3 Wy Wy Wy

Kuva 3: Tilat w; ja w) eivét ole bisimilaarisia.

Esimerkki 13. (i) Tarkastellaan kuvan 2 dédretontd mallia M ja kaksitilaista
mallia M. Néiden vélilld on olemassa bisimulaatio, jolle w; < w kaikilla i €
N, jav; & v kaikilla ¢ € N,. Lukija voi helposti tarkistaa, ettd bisimulaation
maédritelmén ehdot 1-3 toteutuvat.

(ii) My6s kuvan 2 mallien My ja M}, vélilld on olemassa bisimulaatio, jossa
niiden kaikki tilat ovat mukana. Mallin My tila u; on jaettu kahdeksi tilaksi
u) ja uj ja toisaalta sen tilat ug ja us on yhdistetty yhdeksi tilaksi u}. Tilan uf
on oltava itsensé seuraaja, koska tiloista us ja uz on péadsy toisiinsa. Kuvaan
ei ole merkitty tilojen toteuttamia propositiosymboleja, mutta katkoviivalla
yvhdistettyjen tilojen oletetaan téssé toteuttavan samat propositiosymbolit.

Esimerkki 14. Kuvassa 3 esitettyjen mallien M = (W, R, V) ja M' =
(W', R, V') tilat w; ja w] eiviit ole bisimilaarisia. Jos nimittéin olisi wy < wi,
niin talloin wy & w) ja wy & wh. Koska (we,ws3) € R ja wi on wjim ainoa
seuraaja, niin taytyy olla ws < wi. Tilat w3 ja wi eivit toteuta samoja
propositiosymboleja, joten saatiin ristiriita. Kannattaa kuitenkin huomata,
ettd mallien vililla on olemassa bisimulaatio B = {(ws, w)), (wy, w})}, jossa
on mukana ainoastaan tilat, joilla ei ole seuraajia.

Tilojen bisimilaarisuus tarkoittaa kdytédnnossa sité, ettéd niitéd ei ole mah-
dollista erottaa toisistaan mink&idn modaalilogiikan kaavan avulla. Esitetdén
seuraavaksi télle tarkka mééritelmé ja todistus.

Maéritelma 15 ([BRVO1, luku 2.1]). Olkoot M = (W, R,V) ja M’ =
(W', R, V') malleja, w € W ja w' € W’. Sanotaan, etti tilat w ja w’ ovat
(modaalisesti) ekvivalentit ja merkitddan w «~ w’, jos kaikille kaavoille ¢ patee

M,wkE ¢, joss M uw' E .
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Lause 16 ([BRVO01, luku 2.2)). Olkoot M = (W,R,V) ja M' = (W' R, V')
malleja, w € W jaw' € W. Jos M,w < M’ w', niin w «~ w'. Bisimilaari-
set tilat siis toteuttavat tismdlleen samat kaavat.

Todistus. Olkoon ¢ kaava. Osoitetaan induktiolla kaavan ¢ rakenteen suhteen,
ettd se on tosi tilassa w, jos ja vain jos se on tosi tilassa w’ kaikilla tiloilla
we W jaw € W joille patee w + w'.

Jos ¢ on propositiosymboli, niin viite seuraa méaéaritelmén 12 ehdosta 1.
Tehdé&én sitten induktio-oletus: vaite patee kaavoille v ja o. Jos ¢ on muo-
toa —, niin viite seuraa induktio-oletuksesta ja maéritelmén 8 kohdasta 2.
Jos ¢ on muotoa 1V o, niin viite seuraa induktio-oletuksesta ja méaritelméan 8
kohdasta 3.

Olkoon sitten ¢ = O, Oletetaan, ettd w +» w' ja M, w E <$ip. Talloin on
olemassa bisimulaatio B: M,w < M’ w'. Miaritelmén 8 kohdan 4 nojalla
jollakin v € W piitee (w,v) € R ja M, v F 1. Nyt mééritelmén 12 ehdon 2
nojalla on olemassa v’ € W', jolle pitee (vw',v') € R ja (v,v") € B. Pétee
v < v/, joten soveltamalla induktio-oletusta tiloihin v ja v" saadaan M’ v’ E 1.
Talloin M’ ,w' E 1. Kéanteinen suunta todistetaan vastaavalla tavalla
kéyttden madritelmén 12 ehtoa 3. O

Edellisen lauseen todistus oli huomattavan yksinkertainen. Taméa kuvastaa
sitd, kuinka luonnollisella tavalla bisimulaatio ja modaalinen ekvivalenttisuus
vastaavat toisiaan.

Lause 16 tarjoaa uuden tavan osoittaa, etté kaksi tilaa eivét ole bisimilaa-
risia. Tarkastellaan kuvan 3 malleja M ja M’. Jos w; ja w) olisivat bisimilaa-
risia, ne toteuttaisivat samat kaavat. Nyt kuitenkin M, w; E O(Opg A $py)
ja M/ wi B O(Opg A Opy), joten wy ja w) eivét voi olla bisimilaarisia.

Tésséd vaiheessa on luonnollista kysyé, pateeko lauseen 16 viite kaédntei-
seen suuntaan: seuraako modaalisesta ekvivalenttisuudesta bisimilaarisuus?
Seuraava esimerkki osoittaa, ettd yleisesti ottaen néin ei tapahdu.

Esimerkki 17. Tarkastellaan kuvan 4 malleja M = (W, R, V) ja M' =
(W', R, V'). Molemmissa malleissa on siis yksi erityinen "juuritila” M:ssé w
ja M’:ssa w'. Kaikilla n € N on olemassa juuritiloista ldhtevit polut, joi-
den pituus on n: M:ssi (W, U1, Un2y - - - Unp) ja M issa (W', 04,05, .., 00,).
Liséksi mallissa M’ on ddrettomén pituinen polku (w', u}, us, . ..). Voidaan
olettaa, ettd V(p;) = V'(p;) = @ kaikilla propositiosymboleilla p;.

Nyt tilat w ja w’ ovat modaalisesti ekvivalentteja, mutta eivit bisimi-
laarisia. Modaalinen ekvivalenttisuus ndhdéén seuraavasti, todistuksen yk-
sityiskohdat sivuuttaen: Jos kaava ¢ = <1/ on tosi tilassa w, niin kaava 1)
on tosi jonkin tilasta w ldhtevdn polun ensimmaéisessa tilassa v,;, n € N,.

Tilasta w’ ldhtee samanpituinen polku, jonka ensimmaéinen tila v}, toteuttaa
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Kuva 4: Tilat w ja w’ ovat modaalisesti ekvivalentit, mutta eivat bisimilaariset.

kaavan 1. Siis kaava ¢ = 1) on tosi myos tilassa w’. Oletetaan sitten, etti
kaava ¢ = O on tosi tilassa w’. Jos kaava 1 on tosi jonkin dérellisen polun
ensimmaisessi tilassa v/, ndhddan vastaavalla padttelylld kuin dsken, ettéa
myos tila w toteuttaa kaavan ¢ = O, Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa
Y toteutuu adrettomén polun ensimméisessé tilassa u}. Kaavassa ¢ on vain
adrellisen monta sisdkkaistd ruutua, joten se "nikee vain &érelliselle etdisyy-
delle” darettoméssi polussa. On siis olemassa jokin tilasta w ldhteva riittdvan
pitka adrellinen polku, jonka ensimmaéinen tila v,; my6s toteuttaa kaavan
ja néin ollen kaava ¢ = O on tosi tilassa w.

Jotta saataisiin osoitettua, etté tilojen w ja w’ valilla ei ole bisimulaa-
tiota, tehddédn vastaoletus: on olemassa bisimulaatio B: M,w < M’ w'.
Nyt (w',u}) € R', joten (w,v,1) € R ja (vn1,u)) € B jollakin n € Ni. Jos
(Ui, u;) € B, niin talloin (u), ul, ;) € R, (Uni, Vpiy1) € R ja (Vniy1, u),) € B.
Induktiolla seuraa, ettd kaikilla ¢ € Ny pétee (vn;, vpir1) € R. Kuitenkaan
tilalla v, ei ole seuraajaa mallissa M, joten saatiin ristiriita.

Kéénteinen tulos — Hennessyn—Milnerin lause — kuitenkin pétee, jos mallille
asetetaan yksi lisdehto. Jos M = (W, R,V) on malli, niin tilan w € W
seuraajien joukko on joukko R(w) = {v e W | (w,v) € R}.

Lause 18 (Hennessy—Milner, [BRVO01, luku 2.2]). Olkoot M = (W, R,V)
ja M = (W' R, V') malleja, joilla jokaisen tilan seuraajien joukko on
adarellinen. Tdlloin jokaiselle w € W ja w' € W' patee, ettd w < w', jos ja
vain jos w e~ w'.

Todistus. Jos w > w’, niin lauseesta 16 seuraa, ettd w «~ w’. Toisen suunnan

todistamiseksi ndytetdédn, ettéd relaatio « itsessdén on bisimulaatio.
Oletetaan, ettd w «~ w'. Koska w ja w’ toteuttavat samat kaavat, ne

toteuttavat samat propositiosymbolit. Siis méaéritelméan 12 ehto 1 on voimassa.
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Oletetaan sitten, ettd (w,v) € R. On osoitettava, ettd on olemassa v' € W,
jolle pétee (w',v’) € R' ja v e v'. Tarkastellaan seuraajien joukkoa R'(w') =
{v e W"| (v ,u') € R'}. Joukko R'(w’) on epityhji, koska muuten pétisi
M, w E O(po V —pg) ja M w' B O(po V —pg). Oletuksen nojalla R'(w') on
lisidksi ddrellinen, joten voidaan merkitd R'(w') = {v], v}, ..., v} }. Tehd&dén
vastaoletus: yksikaan v, € R'(w') ei ole etsitty v'. Télloin jokaiselle v} on
olemassa jokin kaava ¢;, jolle patee M, v E ¢; ja M’ v. ¥ ¢;. Nyt

MwEO(GL AP A ANpn) ja MW EO(r Apa A+ A y).

Tama on ristiriidassa oletuksen w «~ w’ kanssa. Siis mééritelmén ehto 2
on voimassa. Ehdon 3 voimassaolo osoitetaan vaihtamalla mallien M ja M’
roolit kesken&én. O

Jos rajoitutaan tutkimaan ainoastaan &arellisid malleja, niin mallien jo-
kaisella tilalla on tietysti vain darellinen maéra seuraajia, ja voidaan soveltaa
lausetta 18.

3.2 Bisimulaation sovelluksia

Invarianssituloksia, kuten lausetta 16, voidaan ajatella joko negatiivisesta tai
positiivisesta nikokulmasta [BRVO01, luku 2.3]: Toisaalta ne rajoittavat sité,
millaisia ominaisuuksia modaalilogiikan kaavoilla voidaan kuvailla. Toisaalta
ne tarjoavat menetelmid mallien muuntamiseen helpommin késiteltavaan
muotoon ilman, ettd kaavojen toteutuvuus muuttuu. Téssé luvussa esitetdan
esimerkkejd molemmista ndkokulmista.

Esimerkissd 11 néhtiin, ettd kaava OOpy — Opg on validi transitiivisten
kehysten luokassa. Voidaan osoittaa, ettd sama vastaavuus pétee toiseenkin
suuntaan: jos OOpy — Opy on validi kehyksessd F = (W, R), niin relaatio R
on transitiivinen. Kyseisen kaavan sanotaan méarittelevan transitiivisten
kehysten luokan tai transitiivisuuden. Téata ajatusta yleistdmaélld saadaan
seuraava madritelma.

Maiédritelma 19 ([BRVO01, luku 3.1]). Olkoon ¢ kaava ja P jokin kehysten
ominaisuus. Kaava ¢ mddrittelee ominaisuuden P, jos kaikille kehyksille F
péatee:

F FE ¢, joss kehykselld F on ominaisuus P.

Ominaisuus on (modaalisesti) mddriteltdvd, jos on olemassa jokin kaava, joka
maédrittelee sen.

Seuraavassa on joitakin esimerkkejd kehysten méaériteltdavistd ominaisuuk-
sista, todistukset sivuuttaen.
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Esimerkki 20 ([BBWO07, luku 1.5.2; BRVO01, luku 3.1; RV04, luku 10.1]).

1. Kaava py — Opg méérittelee ominaisuuden "saavutettavuusrelaatio on
refleksiivinen”.

2. Kaava py — OCOpy médrittelee ominaisuuden "saavutettavuusrelaatio
on symmetrinen”.

3. Kaava Opg — Opy méadrittelee ominaisuuden “saavutettavuusrelaatio
on osittainen funktio”.

4. Kaava py <+ Opy madrittelee ominaisuuden "kehys koostuu eristetyistéa
refleksiivisisté tiloista”.

Kaikkia kehysten ominaisuuksia ei kuitenkaan vastaa mikéaén modaalilogii-
kan kaava. Kiinnostava kysymys on, miten téllaisia vastaamattomuustuloksia
voidaan todistaa. Modaalilogiikan kaavoja on déreton méaéré, joten ei voida
tarkistaa jokaista kaavaa erikseen. Sen sijaan, jos loydetéddn kaksi kehysté,
joista toisella on haluttu ominaisuus ja toisella ei ja joissa kuitenkin tdsmaél-
leen samat kaavat ovat valideja, niin kyseinen ominaisuus ei ole mééariteltava.
Téssé voidaan hyodyntéaa bisimulaatiota. Todistustekniikan yksityiskohdat
selvidvit seuraavasta esimerkista.

Esimerkki 21. (i) Osoitetaan, ettd mikddn modaalilogiikan kaava ei méérit-
tele irrefleksiivisyytté (siis ominaisuutta "mikéén tila ei ole relaatiossa itsensé
kanssa”). Tehddéan vastaoletus: on olemassa kaava ¢, jolle (W, R) E ¢, jos ja
vain jos R on irrefleksiivinen. Olkoon F = (W, R) kehys, jossa W = {w} ja
R = {(w,w)}. Nyt R ei ole irrefleksiivinen, joten F ¥ ¢ eli M, w ¥ ¢ jollakin
mallilla M = (F, V).

Konstruoidaan sitten irrefleksiivinen kehys F' = (W', R'), jossa W' =
{wy,ws, ...} ja R = {(w;,w;41) | i € Ny}, sekd malli M' = (F', V'), jossa

V'ip;) =
(p:) @, jos V(p) =@,

{Wc jos V(ps) = W,
kaikilla ¢ € N. Nyt relaatio B = {(w,w;) | i € N} on mallien M ja M’
vélinen bisimulaatio, joten w < w;. Koska M, w ¥ ¢, niin M’ w; ¥ ¢. Téstéa
seuraa F' ¥ ¢, mika on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Siis irrefleksiivisyys
ei ole médriteltdva ominaisuus.

(ii) Kohdan (i) konstruktiota soveltaen voidaan aivan samalla tavalla
osoittaa, ettd myoskddn ominaisuus "tilajoukko on déreton” ei ole méariteltava.
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Lause 16 takaa sen, ettéd jos kaava on tosi jonkin mallin jossakin tilassa,
se on tosi jokaisen mallin jokaisessa alkuperiisen tilan kanssa bisimilaari-
sessa tilassa. Téastd seuraa, ettd usein voidaan korvata alkuperdinen malli
toisenlaisella mallilla, jolla on haluttuja ominaisuuksia, jotka alkuperiiselti
mallilta puuttuvat. Seuraavaksi tarkastellaan kahta luonnollista, mallin kokoa
painvastaisiin suuntiin muuttavaa tapaa mallin muuntamiseen toisenlaiseksi.

Ensimmaéinen esimerkki on mallin kutistaminen niin sanotuksi bisimu-
laatiokutistukseksi [BBWO7, luku 1.3.2]. Aloitetaan todistamalla muutama
yksinkertainen lemma.

Lemma 22. Jos on olemassa bisimulaatio mallien M ja M’ vdlilld, niin on

olemassa maksimaalinen bisimulaatio niiden vdlilld, ts. bisstmulaatio By, jolle
pitee B C By, kaikilla B: M < M.

Todistus. Olkoon B epatyhjé joukko bisimulaatioita mallien M = (W, R, V)
ja M = (W' R, V') vililla. Osoitetaan, ettd yhdiste | J B on bisimulaatio.
Selvasti B € W x W’ on epétyhji. Oletetaan sitten, ettd (w,w’) € |JB.
T&llsin (w,w’) € B jollakin bisimulaatiolla B € B. Siis w ja w' toteuttavat
samat propositiosymbolit, joten médritelmén 12 ehto 1 toteutuu. Jos (w,v) €
R, niin on olemassa v' € W', jolle (w',v") € R ja (v,v") € B C |JB, joten
relaatio | J B toteuttaa myos médritelmén ehdon 2. Ehdon 3 toteutuminen
nihdiddn samalla tavalla. Siis [JB: M <& M.

Olkoon sitten B kaikkien mallien M ja M’ vilisten bisimulaatioiden
joukko. Oletuksen nojalla B on epétyhji. Nyt By, = [ J B on bisimulaatio, ja jos
B: M < M’ niin B C B,,. Siis By, on haluttu maksimaalinen bisimulaatio.

O

Bisimulaatiolle annettu méaé&ritelmé sallii my6s bisimulaation mallin ja
sen itsenséd valilla. Téllaista bisimulaatiota kutsutaan autobisimulaatiok-
st [BBWO7, luku 1.3.2]. Selvisti jokaisella mallilla on ainakin yksi auto-
bisimulaatio — nimittdin mallin tilojen joukon identtinen kuvaus. N&in ollen
mallilla on aina myo6s maksimaalinen autobisimulaatio.

Lemma 23. Olkoot B ja B’ bisimulaatioita. Tdlloin kdidnteisrelaatio B~' on
bisimulaatio. Jos yhdiste B' o B on epdtyhjd, myds se on bisimulaatio.

Todistus. Olkoot M = (W, R, V), M'= (W' R, V') ja M" = (W" R" V")
malleja, B: M < M’ ja B": M’ & M”. Niytetiisin, etti B~ M’ & M
jaBoB: M« M.

Selviisti B~ C W’ x W on epiityhji. Olkoon (w',w) € B~!. Téllsin
(w,w') € B. Miéritelméin 12 ehto 1 piitee B:lle, joten se pitee B~ t:lle. Jos
(w',v") € R/, niin soveltamalla ehtoa 3 bisimulaatioon B nidhd&én, ettd on
olemassa v € W, jolle (w,v) € Rja (v,v') € B. Nyt (v/,v) € B™1, joten ehto 2
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pitee B~!:lle. Ehdon 3 voimassaolo nihdéin vastaavalla tavalla soveltamalla
ehtoa 2 bisimulaatioon B. Siis B~!: M’ & M.

Oletuksen nojalla B"’o B C W x W” on epétyhji. Olkoon (w,w”) €
B’ o B. Téllsin on olemassa w’ € W', jolle (w,w') € B ja (w',w") € B'.
Koska w toteuttaa samat propositiosymbolit kuin w’ ja w’ toteuttaa samat
propositiosymbolit kuin w”, niin w ja w” toteuttavat samat propositiosymbolit.
Siis médritelmén ehto 1 on voimassa. Jos (w,v) € R, niin soveltamalla ehtoa 2
bisimulaatioon B loydetadn tila v' € W', jolle (w',v") € R ja (v,v") € B.
Soveltamalla edelleen ehtoa 2 bisimulaatioon B’ 16ydetdéan tila v € W” jolle
(w”,v") € R" ja (v',0v") € B'. Nyt (v,v") € B’ o B, joten ehto 2 on voimassa
relaatiolle B’ o B. Ehdon 3 voimassaolo ndhd&aén jilleen vastaavalla tavalla.
Siis B'oB: M + M". O

Lemma 24. Olkoon M = (W, R, V') malli. Maksimaalinen autobisimulaatio
Bn: M & M on joukon W ekvivalenssirelaatio.

Todistus. Joukon W identtinen kuvaus idy, on selvisti bisimulaatio, joten
idy C By, Siis (w,w) € By, kaikilla w € W, joten By, on refleksiivinen.

Olkoon (w,v) € By,. Télléin (v,w) € B,'. Lemman 23 nojalla B! on
bisimulaatio, joten B! C By, mistd seuraa, etti (v,w) € By,. Siis By on
symmetrinen.

Olkoon sitten (w,v) € By, ja (v,u) € By,. Talloin (w,u) € By, 0 By,. Myos
By 0 By, on bisimulaatio, joten By, 0 By, € By, misté seuraa, ettd (w,u) € By,.
Siis By, on transitiivinen. O

Edellisen lemman nojalla mallin M = (W, R, V') maksimaalinen autobisi-
mulaatio B, jakaa W:n ekvivalenssiluokkiin, jotka tunnetusti muodostavat
W:n osituksen. Merkitaén tilan w € W ekvivalenssiluokkaa [w]. Nyt voidaan
médritelld mallin M bisimulaatiokutistus.

Maéritelma 25. Olkoon M = (W, R, V) malli ja B,, sen maksimaalinen
autobisimulaatio. Mallin M bisimulaatiokutistus (engl. bisimulation contrac-
tion) on malli My, = (Wi, Rpe, Vi), jonka tilajoukko koostuu relaation By,
ekvivalenssiluokista:

Whe = {[w] | w € W},
Rye = {([w], [v]) | (w,v) € R},
Voe(pi) = {[w] | w € V(p;)} kaikilla i € N.

Mallin M bisimilaariset tilat siis samaistetaan keskenddan. Nyt malli M,

voidaan liittd4 alkuperdiseen malliin M kanonisella projektiolla w +— [w].
Saadaan seuraava tulos.
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Lemma 26. Olkoon M = (W, R, V') malli, My, = (Whe, R, Vie) sen bisi-
mulaatiokutistus ja B = {(w, [w]) | w € W}. Tdlloin B on bisimulaatio, joka
listtad jokaiseen M:n tilaan jonkin My.:n tilan ja pdinvastoin.

Todistus. Selvisti B on epéatyhji. Olkoon (w, [w]) € B. Valuaation Vi, méadri-
telmén nojalla propositiosymboli p; on tosi tilassa [w], jos se on tosi tilassa w.
Toinen suunta seuraa siité, ettia jos propositiosymboli p; on tosi tilassa [w],
niin méaritelmén nojalla se on tosi jossakin tilassa v, jolle patee [v] = [w] ja
siis v <> w. Nain ollen maaritelmén 12 ehto 1 toteutuu.

Jos (w,v) € R, niin relaation Ry, mééritelmén nojalla ([w], [v]) € Ry ja
liséiksi (v, [v]) € B. Tamé toteuttaa ehdon 2.

Jos ([w],[v]) € Ry, niin on olemassa tilat w’ € [w] ja v € [v], joille
(w',v") € R. Nyt w’ <> w, joten ehdon 2 nojalla on olemassa tila u € W, jolle
(w,u) € Rjav < u. Koska liséksi v ¢ v, niin v < v ja [u] = [v]. Talléin
(u, [v]) € B, joten myos ehto 3 toteutuu. O

Algebraa tunteva lukija voi huomata bisimulaatiokutistuksen samankal-
taisuuden algebrallisten tekijastruktuurien kanssa. Se on modaalilogiikan
niakokulmasta pienin mahdollinen esitystapa alkuperéiselle mallille; siitd on
poistettu kaikki symmetriat.

Seuraavaksi ndytetddn esimerkki mallin kutistamisesta bisimulaatiokutis-
tuksen avulla.

Esimerkki 27. Tarkastellaan kuvan 5 mallia M = (W, R, V). Nidhdiéin
helposti, etté katkoviivoilla yhdistetyt tilat ovat bisimilaarisia. Liséksi mitkaén
muut kaksi eri tilaa eivét ole bisimilaarisia keskendédn — johtuen joko siité,
ettd ne toteuttavat eri propositiosymbolit tai siitd, ettd niiden mahdolliset
tilasiirtymét ovat erilaiset. Télloin mallin maksimaalinen autobisimulaatio on

B = { (w1, wg), (we, wy), (ws, wy), (wg, w3)} U{(w,w) |we W}.

Vastaavat ekvivalenssiluokat ovat [w], [wa], [ws] ja [ws], ja ne muodostavat
kuvassa esitetyn mallin M.

Seuraavaksi tarkastellaan mallin suurentamista konstruoimalla puumainen
malli, jonka juuri on bisimilaarinen alkuperdisen mallin annetun tilan kanssa.
Puumaisella mallilla tarkoitetaan mallia M = (W, R, V'), jonka kehys (W, R)

on (mahdollisesti déretén) suunnattu puu.
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Kuva 5: Malli M ja sen bisimulaatiokutistus My,..

Maidritelmi 28 ([BRVO1, luku 2.1]). Olkoon M = (W, R, V) malli jaw € W
sen tila. Mallin M puulevitys (engl. tree unraveling) tilan w suhteen on malli
M = (WE R, VY), jonka tilajoukko koostuu kaikista M:m tilasta w
alkavista &dérellisen pituisista poluista. Formaalisti malli M} mééaritelladn
seuraavasti:

W;ﬁ:{(wl,wg,...,wn)ewn n € Ni, wp = w Ja}’

(w;, wi1) € Rkaikillai < n
RY = {((w1,wa, ..., wy), (w1, wa,...,wpy1)) € Wio x W | n e N},
Vea(pi) = {(w1,we, ...,w,) € Wi | w, € V(p;)} kaikilla i € N.

Lemma 29. Olkoon M = (W, R, V) malli, w e W ja M = (W&, R¥,VY)
M:n puulevitys. Talldin relaatiolle B = {((wy, we, . .., wy),w,) € W2 x W}
pitee B: MY, (w) & M, w.

Todistus. Olkoon ((wy,ws,...,wy,),w,) € B. Valuaation V;¥ mééritelmén
nojalla jokainen propositiosymboli p; on tosi tilassa (wy,ws, ..., w,), jos ja
vain jos se on tosi tilassa w,. Siis mééritelmén 12 ehto 1 toteutuu.

Jos ((wy,wa, ..., wy), (w1, ws, ..., wyy1)) € RE, niin tilajoukon WY méa-
ritelmén nojalla (w,,, w,11) € R. Lisdksi ((wq,wa, ..., Whyi1), Wpe1) € B, joten
ehto 2 toteutuu. My6s ehto 3 seuraa suoraviivaisesti méaritelmisté. Pétee
((w),w) € B, joten B: M, (w) < M, w. O

tw

Kannattaa huomata, etta jos alkuperiisessd mallissa M on tiloja, jotka
eivit ole saavutettavissa tilasta w milladn méaaralla askeleita, niin ne eivit
valttdmétta ole bisimilaarisia minkddn mallin M tilan kanssa. Tama ei
kuitenkaan ole ongelma, jos tarkastellaan kaavojen totuutta vain tilassa w.
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Kuva 6: Malli M ja sen ddreton puulevitys My} .

Lause 30 ([BRVO01, luku 2.1}). Perusmodaalikielelld on puumalliominaisuus,
ts. jokainen toteutuva kaava toteutuu jossakin puumaisessa mallissa.

Todistus. Olkoon ¢ toteutuva kaava. T&lloin on olemassa malli M ja sen
tila w, joille M, w E ¢. Muodostetaan M:n puulevitys MY’ tilan w suhteen.

Edellisesté lemmasta ja lauseesta 16 seuraa, ettd MY, (w) E ¢. ]

Esimerkki 31. Muodostetaan kuvan 6 mallin M puulevitys tilan w; suhteen.
Saadaan kuvan malli M{}, jossa esimerkiksi u; = (w), ug = (wq, w3, wy) ja

ug = (wq, w3, ws, ws). Lemman 29 nojalla wy < uy, wy ¢ us ja ws & ug.

Téssé luvussa tarkasteltiin kahta esimerkkid menetelmisté, joilla voidaan
muodostaa annetusta mallista uusi malli, jonka tilat ovat bisimilaarisia alku-
perdisen mallin tilojen kanssa. Ne ovat monessa tilanteessa hyddyllisid keinoja
korvata monimutkainen malli helpommin ymmarrettavalla. Erityisesti puu-
malliominaisuudella on myo0s téarkeé teoreettinen merkitys modaalilogiikassa.
Se mahdollistaa erilaisten todistustekniikoiden hyodyntamisen ja liittyy l&a-
heisesti esimerkiksi modaalilogiikan toteutuvuusongelman ratkeavuuteen ja
kompleksisuuteen [BRVO01, luku 2.8].

20



Viitteet

[BBWO07] Patrick Blackburn, Johan van Benthem ja Frank Wolter, toim.
Handbook of Modal Logic. Vol. 3. Studies in Logic and Practical
Reasoning. Elsevier, 2007.

[BRVO1]  Patrick Blackburn, Maarten de Rijke ja Yde Venema. Modal
Logic. Vol. 53. Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science.
Cambridge University Press, 2001.

[RV04] Veikko Rantala ja Ari Virtanen. Johdatus modaalilogiikkaan. Gau-
deamus, 2004.

[SV92] Hannele Salminen ja Jouko Vadnanen. Johdatus logiikkaan. Gau-
deamus, 1992.

21



	Johdanto
	Modaalilogiikan perusteet
	Syntaksi
	Semantiikka

	Bisimulaatio
	Määritelmä ja perustuloksia
	Bisimulaation sovelluksia


